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На основе точных аналитических решений, полученных для полубесконечной упругой линии с резонансными подсистемами в виде линейной упругой линии с жёстко замкнутыми первым и последним элементами, проведен анализ характера колебательного процесса в линиях данной структуры. Установлено, что между первой граничной частотой для упругой линии в целом и граничной частотой подсистемы возникают резонансные пики, количество которых равно целой части 
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 – количество элементов в подсистеме. Данные резонансные пики возникают на границе между апериодическим и комплексным апериодическим режимами колебаний. Причём последний указанный режим является характерным именно для упругих систем с резонансными подсистемами. В простых упругих линиях его появление невозможно. Дано объяснение причины раздвоения резонансных пиков и показано, что возникающий в линиях данного типа эффект отрицательной меры инерции подсистем не противоречит законам сохранения. Тем самым, подтверждены и обоснованы представления по данному вопросу д-ра Скучика.

Получено хорошее качественное совпадение теоретических результатов с экспериментальными результатами, полученными д-ром Скучиком.
Ключевые слова: Волновая физика, Теория многих упруго связанных тел, Сложные резонансные системы, Обыкновенные системы дифференциальных уравнений.
1. Введение

«Классическая теория колебаний основывается на решении дифференциальных уравнений и на сшивании решений для различных частей системы на основе условий непрерывности. Любое незначительное изменение формы системы приводит к необходимости проводить все вычисления заново. Но вне всякой связи с трудностью вычислений следует заметить, что высокая точность классической теории иллюзорна. Материалы никогда не бывают совершенно однородными или изотропными и собственные частоты и распределения колебаний обычно заметно отличаются от того, что дает теория, особенно на высоких частотах» [1, стр.317].

В то же время «многочастотные резонансные системы интересны своими приложениями в аналитической и небесной механике, в гамильтоновой динамике, в теоретической и математической физике» [2, стр.173]. В частности, к таким задачам относятся задача о колебании дискретно-континуальной упругой системы [3], задача о механических колебаниях длинных молекулярных цепочек [1], исследование колебательных уровней молекул [4], колебания в решетках кристаллов [5], [6], [7], исследования в молекулярной акустике [8], в статистической механике квантовых систем [9], задачи оптимального управления [10] и т.д.

Из множества подходов к решению указанных задач можно выделить «такие широко известные методы теории колебаний, как методы теории возмущений, метод усреднения, аналитические методы разделения медленных и быстрых движений и т.д.» [10, стр.45]. По каждому из этих методов существует обширная база источников. Чисто матричным методам, в частности, посвящается исследование Тонг Кина [11]; решению путем нахождения рекуррентных соотношений ( исследование Кухты и др. [3]; разностным методам – работа Аткинсона [12]; геометрическим методам – Палиса и Димелу [13], качественной теории – Рейссинга и др. [14]. Хороший обзор решений, полученных с использованием асимптотических методов, дан Митропольским и Хомой [15], Черепенниковым [16]. Методы, основанные на теории возмущений, хорошо изложены, в частности, Джакарильей [17] и Диментбергом [18]. Подходы, основанные на представлении упругой модели механическими резонансными контурами, достаточно полно описаны Скучиком [1].

Несмотря на широкий диапазон подходов к исследуемой проблеме, все указанные методы являются качественными, приближенными или численными. «Наличие нерегулярных границ в большинстве практических задач не позволяет построить аналитическое решение дифференциальных уравнений, и численные методы стали единственно возможным средством получения достаточно точных и подробных результатов» [19, стр.12]. «Даже для простейшего случая молекулы водорода Н2 точный квантово-механический расчет постоянной квазиупругой силы представляет трудоемкую математическую задачу, а для более сложных случаев расчет силовых постоянных при помощи последовательных квантово-механических методов вообще практически невыполним» [4, стр.12]. «Другая трудность, связанная с методом коллективных движений, заключается в том, что он не дает возможности определить природу коллективного движения, исходя из вида гамильтониана. Мы должны угадывать подходящие коллективные переменные, а затем проверять, разделяется ли гамильтониан на коллективную и внутреннюю части» [9, стр.120].

Достаточно полный анализ проблем, возникающих в существующих подходах к исследованию моделей с многими резонансами, проведен Джакарильей [17], Рейссингом [14], Черепенниковым [16]. В частности, «старая проблема остается открытой. До сих пор никакие имеющиеся в нашем распоряжении «современные» методы не дают возможности вычислить действительные частоты нелинейной системы. Для приложений эта проблема остается нерешенной, так как в приближениях рядами, сходящимися или только формальными, может быть вычислено лишь конечное и, вообще говоря, очень небольшое количество членов. Пока нельзя найти способ выражения общего члена и суммы этих рядов» [17, стр.305]. Кроме того, «чтобы обеспечить сходимость ряда, иногда приходится предварительно полагать, что параметры дифференциальных уравнений, определяющие степень нелинейности, обладают достаточно малым модулем. По этой причине косвенный метод часто оказывается применимым только в узкой краевой области нелинейной механики. Другим недостатком этих методов является то, что они позволяют получать достаточно точную информацию об отдельных решениях, но не дают никакого представления о строении семейства решений в целом» [14, стр.12]. Последнее подтверждает и Джакарилья: «Другой проблемой, представляющей большой интерес, является вопрос о лучшем понимании решения «вдали, вблизи и при выполнении резонансных условий». Когда мы в действительности будем иметь процесс захвата в резонанс и какое предпочтительное определение резонанса системы?» [17, стр.309]. «Точные аналитические методы предпочтительны в анализе, однако получение аналитических формул решения даже для сравнительно простых дифференциальных уравнений иногда сопряжено с большими трудностями» [16, стр.10].

В свете указанных недостатков существующих методов, наиболее точная качественная картина процесса представлена Скучиком. Согласно его подходу, «любую однородную систему, монолитную или состоящую из однородных частей и нагрузочных масс, можно строго представить в виде канонической схемы, а именно параллельного соединения бесконечно большого числа последовательно соединенных (механических) контуров, по одному для каждой формы собственных колебаний» [1, стр.317]. Однако, применение Скучиком матричных методов для решения систем дифференциальных уравнений в моделируемых им системах не позволило описать картину процессов в аналитической форме, поскольку, как известно, для сложных упругих систем матричный метод допускает только численные решения. В аналитической же форме анализ картины колебательного процесса в матричной записи практически невозможен. Указанный недостаток, свойственный, кстати, большинству существующих методов, не позволил также Скучику развить введенное им представление на случай многорезонансных упругих подсистем, в которых совокупность резонансных частот подсистемы определяется не набором механических резонансных контуров, а единой многорезонансной механической подсистемой, формирующей весь спектр резонансов подсистемы. 

С появлением точных аналитических решений, представленных в работах [20] – [24], появляется возможность преодолеть ряд проблем в методе резонансных контуров и определить точные аналитические решения для некоторых упругих механических систем с многорезонансными подсистемами. 

В данном исследовании мы рассмотрим наиболее простой случай полубесконечной однородной одномерной упругой системы с жёстко соединёнными крайними элементами резонансных подсистем. Хотя представленная задача и является частной, тем не менее, она достаточно часто встречается в инженерной практике. В частности, к ней сводятся задачи о колебаниях упруго связанных жёстких блоков, содержащих некоторую подструктуру из элементов, соединённых между собой и с блоком упругими связями. Кроме того, мы будем предполагать, что описанная методика может быть распространена на конечные и неоднородные упругие линии с резонансными подсистемами. Единственно, мы сразу усложним структуру подсистемы, представив ее упругой конечной линией, содержащей n масс, а следовательно, эквивалентной последовательно соединенным n контурам. Опять-таки, мы будем предполагать, что данная методика легко распространяется на случай ряда параллельно включенных подсистем вышеуказанного типа. Тем самым модель по своей общности фактически сведется к исследуемой Скучиком, но при более высоком уровне структурной организации резонансной подсистемы.
2. Методика нахождения точного аналитического решения

На рис. 1 представлена исследуемая полубесконечная 1Д упругая линия с сосредоточенными массами 
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 и упругими связями 
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, на начало которой воздействует гармоническая сила 
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. Как оговаривалось во введении, конечные элементы её подсистем соединены жёсткой связью. 



Прежде чем приступать к исследованию системы в целом, рассмотрим изолированную подсистему, при воздействии на её начало некоторой гармонической силы 
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. Схема данной линии, состоящей из 
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 масс, соединенных связями с жёсткостью 
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, приведена на рис. 2а. Несложно увидеть, что данная система может быть представлена эквивалентной схемой, приведенной на рис. 2б, в которой жёсткая связь заменена второй силой, воздействующей на конец упругой линии. Здесь следует отметить, что подобная замена стала возможной вследствие полной симметричности подсистемы и жёсткости связи граничных элементов. В случае неоднородной подсистемы или неабсолютной жёсткости связи граничных элементов, подсистему вместе с главной системой удобно рассматривать как неоднородную линию. Это естественно требует и иного подхода, который избыточен для исследуемой задачи, и потому мы продолжим исследование, используя эквивалентную схему на рис. 2б.



Для нахождения точного аналитического решения для схемы на рис. 2б удобно воспользоваться результатами, полученными в [22] для однородной упругой конечной линии, на внутренний элемент которой воздействует гармоническая сила 
[image: image9.wmf](

)

Ft

. В указанной работе для вынужденных колебаний представлены три решения в зависимости от соотношения между параметром 
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 и единицей. Эти зависимости имеют вид:
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для апериодического режима (
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для критического режима (
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где 
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 - номер элемента, на который воздействует внешняя сила, 
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 - номер исследуемого элемента линии, 
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 - мгновенное смещение 
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Преобразуя выражения (1)((3) для интересующих нас случаев 
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 и суммируя результаты с учётом того, что результирующее смещение будет равно полусумме смещений, создаваемых каждой из сил, получим:
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для апериодического режима (
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для критического режима (
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В полученных выражениях (4)((6) находит отражение полная симметричность исследуемой подсистемы, вследствие чего смещения граничных элементов упругой линии будут синхронными во всех режимах колебаний. Поэтому мы можем представить подсистему некоторым жёстким телом с мерой инерции 
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Из (7) видно, что при резонансном характере подструктуры мера инерции элементов упругой линии нелинейно зависит от частоты. При выполнении условий 
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 в графике зависимости 
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 появляются нули и полюса соответственно, а при выполнении условий 
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  или 
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мера инерции подсистемы становится отрицательной. На возможность появления отрицательной меры инерции механической подсистемы указывал и Скучик: «в случае переходной (механической) проводимости не обязательно, чтобы все элементы эквивалентной схемы были положительными. В канонической схеме с отрицательными элементами фаза колебаний относительно возбуждающей силы противоположна фазе колебаний в схеме с положительными элементами… Энергетический принцип не противоречит этому, так как работа, совершаемая возбуждающей силой, не связана с колебательной скоростью в каких-либо других точках, кроме точки возбуждения. В канонической схеме для переходной (механической) проводимости некоторые шунтирующие контуры будут состоять из отрицательных элементов, и благодаря этому будет возможно взаимное подавление волн» [1, стр.320]. Наоборот, «причина ограниченного характера изменения проводимости в точке возбуждения – в требовании, чтобы все элементы эквивалентной канонической схемы были положительными» [1, стр.320].



 Характерный вид зависимости 
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,  построенный для чётного и нечётного количества элементов подсистемы 
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 на основе выражения (7),  приведен на рис. 3. Он полностью подтверждает вышеприведенный анализ. Из построения видно, что зависимость представляет собой последовательность резонансных пиков, плотность которых возрастает с частотой. Одновременно с этим уменьшается ширина пиков. При переходе в апериодический режим, зависимость инерции подсистемы от частоты приобретает монотонно возрастающий характер.

Особо следует отметить поведение зависимости на низких частотах. В области, предшествующей первому резонансному пику, инерция подсистемы монотонно возрастает. В значительной части диапазона она приближённо равна суммарной массе элементов подсистемы, а  при 
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, значение 
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. Последнее несложно проверить, найдя предельное значение для первого выражения системы (7) с учётом значений 
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На основе найденного нами значения инерции подсистемы, теперь несложно определить точное аналитическое решение  в целом для всей упругой системы, приведенной на рис. 1. Для этого воспользуемся тем обстоятельством, что инерция подсистемы в (7) зависит не от времени, но только от частоты внешнего воздействия. Поэтому, при воздействии внешней гармонической силы, мера инерции подсистем для каждой частоты может считаться постоянной, а особенности, обусловленные резонансами в подсистемах, будут проявляться только при изменении частоты внешнего воздействия.  

В связи с этим, мы можем впрямую воспользоваться решениями, представленными в [20] для полубесконечной упругой линии с сосредоточенными параметрами. Как и в случае решений для упругой конечной линии, их вид зависит от соотношения между параметром 
[image: image47.wmf]2

/4

gg

Ms

bw

=

 и единицей. При этом следует особо отметить: несмотря на то, что характер колебательного процесса для элементов упругой линии в целом и элементов подсистемы упругой линии зависит от параметров
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 и 
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, имеющих сходную функциональную зависимость, их поведение в зависимости от частоты будет существенно различным. Параметр 
[image: image50.wmf]s

b

 зависит от массы элементов упругой подсистемы, которая для конкретной линии будут постоянна, параметр же 
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 зависит от меры инерции подсистемы (7), которая нелинейно зависит от частоты и при определённых значениях 
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становится отрицательной. При этом 
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 становится комплексной, что невозможно для 
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. В связи с этим появляются и особенности в колебательном процессе элементов внутри подсистем и самих подсистем как элементов общей системы. Для подсистемы, как и для простых упругих линий, характерно чёткое разделение частотного диапазона на периодический, апериодический и критический режимы колебаний с единственной граничной частотой, соответствующей критическому режиму колебаний. Для упругой линии в целом характерно несколько иное разбиение частотного диапазона. На низких частотах, до появления первого резонансного пика подсистемы, упругая линия ведет себя так же, как и простая упругая линия без резонансных подсистем. Границей этого диапазона является  первая граничная частота 
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, которая близка к аналогичной частоте простой упругой линии, массы элементов которой равны суммарной статической массе подсистемы. Эта граничная частота, естественно, ниже граничной частоты подсистемы 
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 в простой упругой линии наступает апериодический режим противофазных затухающих вдоль линии колебаний. В линии с резонансными подсистемами проявляется влияние меры инерции подсистемы от частоты, которое будет определять характер колебаний вплоть до критической частоты 
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 для резонансной подсистемы. В связи с этой особенностью, в дальнейшем мы будем разграничивать понятие элемента подсистемы и элемента упругой линии, являющегося  резонансной подсистемой.

Для анализа колебательного процесса, возникающего в упругой линии с резонансными подсистемами, приведенной на рис. 1, запишем решения в общем виде.  В случае вынужденных колебаний они будут иметь следующий вид:
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для апериодического режима при 
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для критического режима при 
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где 
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 - мгновенное смещение 
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Наличие резонансного характера подсистем приводит к появлению особенностей в решениях (9)((11). В первую очередь, как уже было сказано ранее, наличие зависимости 
[image: image71.wmf](

)

M

w

 приводит к тому, что частотный диапазон уже нельзя строго разделить на докритический и закритический режимы колебаний. В зависимости от величины 
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 упругая линия будет многократно находиться в одном из этих режимов. Более того, возможность отрицательного значения 
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 приводит к появлению дополнительного, четвёртого, режима колебаний, соответствующего комплексному значению 
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. Решение для этого режима, который мы назовём комплексным апериодическим режимом, будет иметь вид:
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где 
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. Как видно из (12), в комплексном апериодическом режиме амплитуда колебаний
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изменяется различно в зависимости от номера подсистемы 
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. Для первой подсистемы (
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 до бесконечности при 
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. Для всех последующих  подсистем (
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)  это изменение осуществляется в пределах от 
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 до 
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 с минимумом в точке
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Т.е. с ростом номера подсистемы возрастает значение 
[image: image88.wmf]min
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, при котором достигается минимальное значение амплитуды. На раздвоение резонансных пиков в сложных колебательных системах обращал внимание Скучик: «Вследствие затухания некоторые из резонансов кажутся одиночными, но если исследуемый образец охладить, чтобы уменьшить затухание, отчётливо видны два максимума» [1.стр. 244]. Он объяснял данное явление тем, что «если две резонансных частоты близки друг к другу и параметры формы собственных колебаний противоположны по знаку, то переходный импеданс однородных систем вблизи некоторых из их резонансов может напоминать характеристики связанных контуров. В этом случае частотная зависимость подобна характеристике полосового фильтра» [1, стр. 323]. Однако, как показывают точные аналитические решения, причина раздвоения резонансных пиков заключена в особенностях комплексного апериодического режима, но не в связанности контуров. Следует дополнительно отметить, что само существование комплексного апериодического режима является новым с точки зрения колебательных процессов в упругих системах. В простых упругих линиях без резонансных подсистем данный режим невозможен. Сложные же системы, как было показано во введении, в настоящее время не столь хорошо исследованы, чтобы этот режим выявить.

Суммируя сказанное выше, мы видим, что система решений (9)((12) полностью описывает картину процесса во всём частотном диапазоне. Тем самым достигается цель, поставленная в начале данного пункта исследования сложных колебательных систем с резонансными подсистемами.

3. Анализ полученных решений и сравнение с экспериментальными результатами
Для анализа полученных решений удобно воспользоваться представлением передаточной функции упругой линии
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и входного сопротивления, которое в случае воздействия внешней силы на начало линии равно
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Из (9)((12) легко определить, что для исследуемой нами модели
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Оба параметра 
[image: image93.wmf]K

 и 
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 в (17), (18)  имеют амплитудную и фазовую части, различные для диапазонов изменения 
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. На рис. 4 и рис. 5 соответственно приведен характерный вид указанных параметров в случае, когда резонансные подсистемы содержат 10 упруго связанных тел. Для наглядности под каждым графиком приведена шкала режимов, соответствующая условиям в (17) и (18).   Хорошо видно, что все зависимости состоят из последовательно чередующихся областей вышеуказанных режимов. Все резонансные пики располагаются выше критической частоты для упругой системы в целом, т.е. выше частоты, до которой упругая система может рассматриваться без учёта подструктуры составляющих её элементов.  При изменении 
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 от нуля до первого максимума, входное сопротивление падает от величины 
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  до нуля. Однако практически во всём этом диапазоне модуль передаточной функции равен единице. При  частотах, превышающих граничную частоту для системы в целом, в простых моделях обычно должен возникать апериодический режим противофазных затухающих вдоль линии колебаний, но учёт внутренней подструктуры элементов приводит к появлению последовательности резонансных пиков. Каждый из пиков для параметра 
[image: image98.wmf]K

 формируется на стыке апериодического и комплексного апериодического режимов, а для параметра 
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 – на стыке комплексного апериодического и периодического режимов колебаний. Число этих пиков зависит от размера подсистемы и равно целой части величины 
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. Последнее определяется знаменателем первого выражения системы (7).





Различие резонансных частот для 
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 приводит к появлению двойных резонансных пиков в полном согласии с экспериментальными наблюдениями Скучика [1]. Их несложно вычислить на основе (9)((12) с учётом (15)((18). После несложных преобразований получим
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Характерный график зависимости 
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  приведен на рис. 6. На нём мы видим, что все парные максимумы формируются в пределах комплексного апериодического режима. При этом с ростом номера моды минимум между пиками смещается в сторону роста частоты, что полностью соответствует выражению (14) и анализу, проведенному в предыдущей части данной работы.

Фазовые характеристики входного сопротивления и передаточной функции также не остаются постоянными и нелинейно зависят от частоты внешней возмущающей силы. Входное сопротивление линии во всём частотном диапазоне реактивно. Передаточная функция во всём частотном диапазоне также реактивна за исключением области комплексного апериодического режима. На этом участке передаточная функция активна, поскольку её фаза 
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 обращается в ноль. Здесь следует особо отметить, что характер зависимости смещения элементов системы 
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, которое мы можем реально измерять в эксперименте, будет отличаться от 
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, поскольку, согласно (19), в (17) не учитывается влияние 
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. В представленных на рис. 4 и рис. 5 графиках мы имеем возможность анализировать поведение  
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 раздельно, в чём состоит одно из важных преимуществ точных аналитических решений.

 На базе 
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 и результатов, приведенных в [22],   можно определить фазовую скорость распространения волнового процесса 
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 вдоль линии: 
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где 
[image: image115.wmf]a

 - расстояние между невозмущёнными элементами упругой линии, 
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 фаза запаздывания 
[image: image117.wmf]i

-го элемента упругой линии в (17). Характерный вид зависимости фазовой скорости от частоты приведен на рис. 7.



Из рис. 7 и выражения (20) видно, что в комплексном апериодическом режиме фазовая скорость обращается в бесконечность, поскольку в этих частотных областях 
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 равно нулю (см. рис. 4). Вместе с тем, обращение фазы запаздывания в ноль свидетельствует об образовании в линии стоячей волны, несмотря на неограниченную длину упругой линии. Данный результат является следствием установившегося характера исследуемого волнового процесса. При наличии в линии сопротивления, фаза 
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 в ноль не обратится. Аналогично, если вдоль линии будет распространяться волновой процесс, спектр которого будет шире пределов одного частотного диапазона комплексного апериодического режима, то результирующая фаза запаздывания также не обратится в ноль. Таким образом, полученный результат является всего лишь результатом идеализации задачи и будет автоматически корректироваться соответствующим образом при переходе к практическим моделям.

Продолжая анализ выражения (20), следует отметить, что минимального значения фазовая скорость достигает в апериодическом режиме, поскольку в этих частотных диапазонах величина 
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 максимальна. Зависимость фазовой скорости в этих диапазонах от частоты имеет линейную зависимость, поскольку фаза запаздывания постоянна и равна 
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. При этом, все области апериодического режима в своей совокупности расположены на единой линии, совпадающей с линейной зависимостью, по которой возрастала бы фазовая скорость в отсутствии резонансной подструктуры элементов упругой линии. Это дополнительно подтверждает ранее высказанное утверждение, что резонансные пики подсистемы возникают в области, образующейся между периодическим и апериодическим режимами колебаний для системы в целом.

Кроме того, характерно, что, несмотря на появление участков с отрицательной мерой инерции, фаза передаточной функции остаётся всегда неопережающей, что находится в полном соответствии с  вышеприведенным утверждением Скучика [1] о полном соответствии понятия отрицательной меры инерции законам сохранения. Данная отрицательная мера инерции не является свидетельством появления отрицательной массы, с которой мы привыкли жестко связывать понятие меры инерции. В данном случае реагирует не отдельная масса, а комплексная подсистема упруго связанных масс, являющихся частью общей упругой системы. И именно эта реакция должна отождествляться с отрицательной мерой инерции подсистемы. Мы видим, что меняется характер реакции подсистемы на внешнее воздействие. Вместе с этим изменяется и картина процесса. Но при этом сохраняется отрицательная фаза по отношению к внешнему воздействию. Таким образом, введение понятия отрицательной меры инерции не противоречит законам Ньютона, рассматривавшего ускоряемое тело как единую жесткую систему.





Другой важной характеристикой волнового процесса в сложной линии с сопротивлением является экспериментальное измерение скорости колебаний конечных элементов линии или торца для линии с распределёнными параметрами. В частности, подобные исследования проводились Скучиком [1]. На рис. 8 приведена одна из зависимостей скорости колебания торца стержня от частоты, взятая из работы Скучика [1, стр.244], а на рис. 9 – аналогичная теоретическая зависимость, полученная путём дифференцирования (9)((12) по времени. Отличие теоретических и экспериментальных результатов наблюдается только в области нижних всплесков, связанных с апериодическим режимом колебаний. Последнее обусловлено идеальностью исследуемой модели. При появлении сопротивления переход между периодическим и апериодическим режимами сглаживается и затухание в области апериодического режима уменьшается, а в области периодического режима увеличивается. Сама по себе трансформация характера колебательного процесса при появлении сопротивления в линии  очень интересна и может быть исследована на основе точных аналитических решений, полученных в данном исследовании, но мы ограничимся только вышеприведенным анализом, поскольку это исследование далеко выходит за рамки поставленной во введении задачи. 

Выводы

На основе точных аналитических решений, полученных для полубесконечной упругой линии с резонансными подсистемами в виде линейной упругой линии с жёстко замкнутыми первым и последним элементами, выявлено, что между первой граничной частотой для упругой линии в целом и граничной частотой подсистемы возникают резонансные пики, количество которых равно целой части 
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 – количество элементов в подсистеме. Данные резонансные пики возникают на границе между апериодическим и комплексным апериодическим режимами колебаний. Причём последний указанный режим является характерным именно для упругих систем с резонансными подсистемами. В простых упругих линиях его появление невозможно.

Несмотря на то, что в комплексном апериодическом режиме мера инерции резонансной подсистемы является отрицательной, фаза запаздывания процесса не становится опережающей. Это полностью соответствует выводам Скучика о полном соответствии отрицательной меры инерции резонансной подсистемы закону сохранения. В данном режиме при установившемся процессе в линии формируются стоячие волны, а фазовая скорость распространения волны для идеальной линии обращается в бесконечность.

Также установлено, что для внутренних элементов упругой линии резонансные пики раздваиваются, что полностью соответствует экспериментальным результатам, полученным Скучиком. Однако причиной данного раздвоения является не рассогласование резонансных контуров, как предполагал Скучик, а особенности формирования резонансных пиков для входного сопротивления и передаточной функции упругой линии, приводящее к тому, что частоты резонансов для указанных параметров не совпадают.

Сравнение теоретически полученной зависимости скорости колебаний граничного элемента линии с экспериментальными результатами, полученными Скучиком, дают хорошее качественное совпадение.
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